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Avaftl-propos 



Dann La perspective de passer le cap de L'ecrtl et dr faire une bunne prestatLon male, eel ouvrage 
vous propose 16V sujets d'oraux et 25 pnoblemes- 

It a pour ambition de vous alder a irentrera dans un sujet, dc le «Iirei, sans se limEler h une 
solution id&k ou 

. SujetsdWaux 

Ili soul tons tires d’annales recentes de contours. 

Le plus deiicat cst souvent la phase dc ckmarragc ; pnr quel k?i*l le pnttdtt f 
C’est pourquoi ks solutions proposes sonl accompngnccs ct cntrccoupees de com- 
mental res dont k but est de ; 

Fkfkchir A haute voix. cuuiuie t'esi indispensable kus de Lou te epreuve orak, qi/iJ s'iigisse des 
crimes gp oours. d'ann^e ou, a plus forlc rniAnn, JUn nml (pour de vrai». 

I as ^nonces de ^planches* sent relativement brefs et tl est de Hnitiative du candidat dkn 
tirdr Ic maxi mum. L.objet ties commenlaires est -lu^hi de dormer des idees dans ce sens., 
Ceriaines solutions peuvent £ire edilrtei par une figure qui n’est pat necessairement 
prnposee. Corfrunte a celle situation. vinas devc/. avoir Le rellexe de fain: (voire* figure. 
Et votre virtuosity dans (utilisation d’une cakulatrice fen le reste ! 

Souvent, pluskurs pistes soffncnl a vuuset pluskure solutions sunt satisfdisantes. C esl 
pourquoi certains sujets proposent plusknrs demarches. 

La oonnaissance du cours est suppose? acquise et ks exert ices dc * rod age basique* sont 
iravailltis tn classe-Cksl le minimum vital pour utiJlsvr eel ouvrage avec profit. 

. Thames d 'etude ct problemes 

Les 23 themes d’etude et probLemes recouvrent tout le programme de l 3 S[. 
Contraimnent aux sujets d'oraux, ils sont detoupis cn questions et alirkas A travens 
lesquels La logique dm suict cst transpa rente. Pour cctte raison, il n est propose qu une 
seule solution, sans beaucoup de comments ires. 

Ce double aspect vous perinet de disposer d'un outil de travail personnel, complet ct adapte a 
La dure reafile des cimcuure. 

Ce hvre d'excrckcs, qui complete les Prtris d 'uitftfysc et Precis cfal^bre ettfccmienre, PS l, Editions 
]3real, constttue pour vous une bonne base de revision des notions indLspensabks mix contours, 
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Sujets cToraux 



A) Denombrement 

Ex, 1 

Soit n? M' r determiner le no mb re de surjections d'un ensemble a n + 1 elements sur un 
ensemble a n elements. 



Scat A die cardinal n + 1 : A = {fli , • - - , Orn-i } ► de cardinal n : R = {^i , * < ■ .inn} s rt 5 

L'cnsemBle de.H HurjeCtLOns du A sUr B. 

Pour/ e ilcxistc te |l,n| h y.k) e HI, n +■ k, uniques tek que /(t^) =/(«*) - b, et 

alorsjj^,,^. a* } est une bijectlon de A \ { &j . } sur B \ { ^ } . 

C application deLiuc sur S par : 

* : /-*<*■ {“f 

est injective, done l 



Curd S = Curd ( WS) = n x Cnt- 1 54 — 1)E. 



En conclusion. Card 5 = 



ntri +- 1 y] 

a 



(B) Nombres complexes - Identrtes algebriques 



Ex. 2 


Resotidre Tequation e** + t; Hi + p te = 0, ix, y. 




(£) 



Soil LI = jzeC / \Z\ - l}, pour (x, y. 2 ) e R l1 , posons X ■ a**, Y = e^, Z ■m o 1 *, liquation 
propose se lit ; 

X + Y+ z = <X lx. Y 2) e U* Cff') 

Best bier coonu que 1 -t-j+J® = 0 av-ecj = done (l.JJ 2 ) esi solution de (E 1 ). Nous alkms 
verifier qu^ nnc rotation pres (f X, Y. Z'\ »-* ( AY'" 1 , Ye^.Ze ^' ) ) , L’t une permutation prts sur 
i'X. VI Z\> cYsl Ea 1’uniquc solution de {£?). 



Retnarquons d’abord que (E) est equivalent? ft i 

1 + + c' il|£=rJrk - 0, (x 4/, 2) € R 3 

en posant u = y — x t u = a x, on est done Tunen£ a etudier liquation ; 

i + e iu + e* = 0, fu. 0 ) e R 2 (Ei ) 

qui s’cefit aussi : 1 4 coa tt +■ cos u - 0, si n u +■ sin v = 0* ( u, y) e R J , 
sin u= — sun u. donnu de - jc mod Sit qu u = tt -H u mttd 2ir, 
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Paw r? = it -+ 1 1 mod 2 tt, an a cQfi u + cci* a. = 0, ce cas esl done ii rejeter et \ E| } equivaul ainsi a : 

1 

v * - u mod Si? j cos u - — ^ ► 

Finalcnrcnt 1« solutioni dts (EjJ sunt lea couples : 

+ 2fcir. + a f et ^ + £kif r ^ + 2f n^, (fctfje Z a 
or pour (E J on ubtierlt l ui trip lots : 

^ii r a + -J* + SJctt, a — 'g' + 2 f tt j et ^e(,ei — y + 2fciT, a ■+ + 2 i s ft e R> E,fc t7e Z* 



Ex, 3 




Soit A 1 = 
L'&niier 


101010 ■ ■ Id 1 ecrit en base 10, 
V est-il premier ? 



Lc nombre fV s'&rit avte p fa is It chiffre 1 et p - 1 fois le chiffoe 0 et on a : 

Tfj 2 F _ 1 
10 2 - 1 

Urne exploration iiliiii triune avec un lugicid dr takul funnel [iiGntre qtie si 101 est premier, il 
n'en esl pas de ineme poor 10101 =3 x 7 x 13 x 37 oo poor 10 10101 = 73 x 101 x 137. 
Ell fii.it, nfttlS allon* prouver <jyc N lest non premier dies, que p 3. Cedi nicies silt dc faire 
apparaitnr one factorisation apres la simplification par 10” - 1 el, pour ce faire, noili dlJons 
prise tidier difitirertinieTit selon que p est paiir nu impair, 

■ Premier cas : p esl pair, p - 2n avec n ^ L i 
Atari: 

l0 Jr '-l 10 2?i -l 



JV = ^ f = ■ x fl0 2n + ll = (1 + 10* + . . . + lO 2 '"^) ( lO 2 ^ + 1), 

10* - 1 10 3 - 1 1 

Puisque n ^ % Y on a 1 + 10 2 + . . . + jo 2 ' 1 ’ 11- ' 11 > i n done N n’e&t pa& premier. 

■ Deimtme ca& : p esl impair, p = 2n + 1 am n & 1 

Alois: 



N = 



10 4n42 -l 1D s "* 3 -1 



1 10-1 
Sn 



10 2r,+ t + 1 

10 + 1 



done, cn utilisanl q 2 ' 1 * 1 + = la + b) 1 i ic u jl '' t il vient j 






JV = (1 + 10+ , . . + 10 2,t ) (1 - 10 + 10* ♦ • ■ ■ +(-l) fc i0 t 

Sir in 

- ^ 10 fc x £(-1^10 k 
lc=0 

ce qu.i prouve que ,% T n'esl pas premier. 



10 3n ] 



Ex, 4 

Quels sont Les entiers naturals n tels que n 4 + 2n 3 +3n 2 + 1 soil le came d J un entier ? 



Posons A( rt> = n 4 + 2^ + + 1. 



C ha pitrs 1. ArithmeLique - AlqebrC g£n£raLe ► 9 



I! est clair qnc n = & ccmvient ; A(D) = l 2 . 

tin sc propose de demontrer que c’est k settle solution. 

SuppOiO tis main tenant n £■ 1 done Ain^ "■ 7. S’il existe p£ N tel que Afri) ■= t?* Ofi a j > 2 S 7 
done p & 3 et d’a litre part ; 

n 4 + 2 n 3 + 3n 2 +11= n a {n + U 2 + 2n 2 + 1 avec nil 
donne p 2 < + l) 2 + 2rtfn + 1) + 1 

cVst-i-dire p 2 < fmn + 1) + l) - 



r O 

spit 314551 p < n + n + I 

uu encore n 2 + n + 1 - p & i, 

Scrivorts aiors A(n ) = JE 2 (n + ll 2 + 2n(rt + 1) + 1 - 2n 



- (n* + n + \? - 2n. 

Legality Ain) - donne : 

2n = ( n 2 + n + 1 ) ^ — p 2 

= ( n 2 + n + l — p) (n 2 + n + 1 + p) 
et, avec n 2 + n + 1 - p> 1, il vicnl 2n n 2 + n + i + p, c W-A-dire ■ 

n 2 - n + l + p«0 



ce quri est ih'idem merit absurds. 



jffP 

Soit cu, ■ 2" + L On suppose que a, t est premier 1 , que peut-on dire de n 7 



One exploration numerique mantn que pour n « 20. an est premier locique n = 1. 2, 4, ft, 16 
e'est-a dire lorsque n est deli forme 2 13 , 2 1 . 2“. 2 J .2 fiL . On peui done suppose? qii'une eondiiinn 
nikessairt; pour que £tn soil premier csl que J 1 suit df la forme 2 ^, 



Supposom que n-e {2^/Jte W). Alors en eonsid^rani La decomposition de n en facte urs 
premiers, il odstej impair, J s 3, et It e N tels que rt ■ 2 k j done aussi ri = 2^(2i + IX l s* 1, On 

en dcduil On — fr 2 '* 1 1 + 1 on on a pos£ b = 2 2 . Uidenlit^ : 

an 

*2-1 =(*+u>y<- i>v n -v 

Jc-Q 



donne maintenant : 



2l 

t-o 

ce qui protive que a r i est non premier. 

En prenant La contrapose de eette implication, on en deduit que si u,, est premier, aiors rt esl 
dc la forme 2 te s k e N, 

rpi 

On note que cette condition n’est pas suffisante pnisque 2 + 1 ■ 641 x 6700 417 (factorisation 
fournie par Maple), 



2 ri 

Remarque. Les nombres de la forme 2“ + 1 sunt ippeUl les nnmbres de Fermat. Les cinq 
premiers : 3 (n - 1 ). 5 in = 2 ), 17 ( n - 2 2 ) , 257 ( n = 2 s ) et 65 537 ( n =; 2 4 ) sum pit miens 
mais ;iu-delit. e'est-a-dire pour n ? 5, on n’a, i cejonr, dfontvttt aucun nnmbre premier. 
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1 0 4 Suj ets d'e lausi. 



Ex. 6 




— — 

Me niter 


que pour tout ns M„ 2 £rt ’* ] dfvise la partie entiere de (vTs + S) 2 "* 1 . 



| II fa Lit pe riser j intitvduire ( -if\% — 3}* g-n nemarq uanf que 0 < y^T3 — 3 < 1 . 
Dapres la Ibrnoule du binomc, iJ exisie On cl b n cntiers nature!* tels que : 



i - r effete on n ; 



. 2nt L 



(\/l3 + 


■3) 2 " tl 


= Qn ^ 13 


(via - 


3}*'“ 


It 

a 

& 

ss| 


2n+l 


i- 




- z 


1^5 . 3 Sn + i-J? 


t-a 






-vn£c! 


{hl 13 f 

2>i+l 


3 a "^N 



d'rm 



j=a >a 

2r+1 f . 

<713 - 3) Sn *' .£ CLl 13® ■ (-S) 2 " H - k 

(c=0 

* v^icj;. 1 , w • 3 ain-ji - £cLi 

>0 ,J=0 

•*'-<*■*-■* « h.-DSL*'-**-**. 

>0 M) 



On cfl detluit 



( 1 /T3 + 3) a ' i * 1 - (7i5-3)“' l = 2b 11 



ct, compte temi de 3 < V'13 < 4, done 0 < v'‘ll3 - 3 < 1, ii vierU : 

E((v'lI + 3} Jr ' + r ) = 2b n . 

Nous sammes done tanneries a prouver que 2 Zn divtse (j n . 

II infill maimtnamdepiouvi:i pue les i suites? (fljiJ, ft {thi}. verifient uric relation de recurrence 
simple pour mettre cn place line demons* ration par recurrence. 



Avec (v/13 + 3) ^On+ii/13+^+i 

= (v^ + 3) In * 1 (’/T3 + 3) £ 

= (a n vl84 bn) (22 + 8^) 

= [ 22 djz + 6 b n ) v‘ 1 3+7 8 fi n + 23 b n 

puisque le couple ( t , yl3) cm librc dans R considers com me U-espacc vcctorid, il vient : 

^ri+l * + (friSti h fiji+I — i - 

En ecrivant (y'13 + 1) ' = J ■ -/i! + 3, on a no ■= 1 et ■ 3, done 2^ divise el el les 
quoricnls ( encore egaux a «if et toti > soul de onejne parity 

Suit maintcnani la propnitc yNn) : 2 Zv divise an cl bn cr les quotients of, el lay, (ojj ■ 2“o f r lT 
br, = 2 n bh) sent de m&me parite, 



Chapitre l. Arifhm^tiqus - .» Ignore genet&le ►11: 



Ln iupposaot 'Jt.rO viaiflp on a done : 

a,.*, = £ £n+1 (n ajj + 3i4) , iwi = 2^ +1 (3K» + lltf.). 

Lei eniiefs u, r c el bj, front de nubne paritc, 11 a^, + 3b[, et 39a^ L + llb{ l son l pairs,, Cesl-a-dire quil 
ex, isle 0^+] et entiers tds que 11*0, +■ 3b[ v = 2u^ l4 . ( et 30af, + 1 Li^i = J\>Q Jussi : 



a n+i - '& 






«1 



ri+1 



et J = 2 



'& n+1 \ .,■' 



■“n+1 



Formans enfin 2 ( b[ 1+1 - a' t+1 J = + 8frn = 4{7cin + 2^) , or en deduit : 



ce qui mo litre que u^ , et bn +1 sont de meme pdriie. 

On a ainsi pruuve que la propriete -?{ n) c*( hfreditaire et, puisque i?{0> es! vraic, Lc prindpc de 
recurrence KiKHUit que (Pin) CSt vraie quel que suit ae f^J t « qui achtvc la demonstration. 



(V) Polyndmes et fractions rationnetles 

Ex. 0 

On chert he les polynomes reels P, non nuls, tels que F(x 2 ) = PtX- i)P(JO IE). 

1) Montrer que touts radne, non nulle r d'un tel polynome est de module 1. 

2) Determiner to us les polynomes P solutions du pnobllme. 



1) | Ptnsrr ,m fait qu'un polvnomc non mil n'admct quun nomhm: fini de rarities. 

On suppose que P * 0 est solution de (E). 

Alors Ffzi = 0 (avee te C) donne P{'j ^ ) = 0. Done, si z cs( ractnc dc P, tout complex? z 2 , 

k e N, I'ent cgalement. 

Pour \z\ > 1 , b suite ( |jr| J ) v _ , est stric lenient croissante done les complexes ^ sont deux a 
deux dislincts ce qui do line une impossibility puisque P aura it alors unc infinite de racioes 

De meme, le tas 0 < \z\ < 1 est 4 reieter en remarquint que La suite ( \zf ) . est alors 

strlctertlent decroisxailte., 

F.n conclusion h si y. est racinc de P, mi a sr = 0 ou z e Ij (ensemble ties complexes de module l 
ou ccrck de centre 0 t-L de rayon 1 ). 

Le 1) nous incite a pnkiscr I'enscmbk des raeincs de P et iusqu'id nous avuns sedement utilise 
que si P est solution du prnblcme alors PX) divisc P(A pji J. ]| csl .sans doutc indispensable 
d'exploiler maintenant le bit que H.X - l) est ^gjilemcm sm diviscur dc P(X 2 ), 

Si P* 0 cst solution dc (E) ? or a aussi Vze C> p((*+ 1)^} = P(z)Pt^ -i- 1) done,, comptc tenu 
du I }, si P!» = 0 oil a z + t = 0 ou I* + 1| J ■ 1,. -e’est-i’dire 2 ■ -1 ou \z + 1| = li n soit encore 
zg { “ 1 } uU_i ou on Li pose LLi = C/ 2 + I| ■ 1 Jf : cerde de centre - I et de rayon L 
Puisque PtzJ ■ 0 dorme aussi jce {0} ul„M obiient (inaleroent que 1 'ensemble des radioes 
complexes de p est iticlus dans : 

0} u U) n ({- 1 \ u L_i) = {0. 
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Ha rcftmqiiatil de plus que F enmt reel, j it f one k mcmc ordre dc multi plkifcl* il cn rcsultc 
qur Pest ncccisaircmenl de Li forme ; 

m X 1 = AX^I X + l l fJ i X - j ) tu I X - f } " * avic P + q + 2 m = dug P 

| fi iiminons in ul de su lie le problem e de eel te eonst anle A . 

Rn ^gslani Il*h tod he Lents dominants dans (I5>, il vient ak>rs A ■ A.“ done \ * 1 [or A ■ 0 
don ne r nit Pa 0) ct 

mxf- > x : "> x + i \ r '{x ' 2 + x + l) r ‘ . 

Pour ud tel fiotyndmc, or a P> X~ ) = X ZS *[X Z + 1 +■ X- + 1 ] n ct : 

pix - i mx) = x^ix + i Ax - i ^{x 4 + x A + l ) 1,1 

done P verille I E.i si ct keulenieiU .hi p = q = 0. 

FinaleiTlCTU, It's solutions du pmltlinie sort Its polyndmes {X " + x + t rtte '■!. 

Ex. 8 . 

Trouver te pe^nomes Pe i[X| lels que : 

p(X 2 ) = | .Y 2 + l)PiX>. (E) 



| O.imilH’ileorih p;if iinus iftTeresife'f a u ilcgiv ties solutions eviNitnelk-s,. 

L’ equation (E) est evident me tit liricairt'. 

Si P cst unc solution non nulle. cn pimnt ri = degP, on oblienl 2/1 = 2 + n June n = 2 ft : 

Ft Xi = nX“ + bX + c avtc o * 0. 

AVCC f^X 1 = &X Z + bX + c, il vient | X 2 + IjFfX) = aX 4 + hX wi + I a + r'A'‘ + h.V + c, done P csl 
solution de (Ei si d settlement si : 

nX' 1 + hX ' ■** c = clV 4 + bX + iu + Cl A' 2 + IjA' + C 
c'est-J-dire b » 0 el c = —CL 

L’ensembk SiE) des solutions, dc i E) cst done la droite vcctoridlc diripe par X* - 1 : 

a e;i = ^(x J - i) /«e a}. 



Chapitr? 1 - AHthinlt iqut - Algebra ginArsle ► 1 3 






srapa 



1) Mo ntrer que I'ensemble 
disjoints. 

£) Calculer b somme de Lents longueurs 






? - \ est one reunion firiie d'intervalLes 



r’cst sans diftkultc ; on ctudic Jcs vamlums dc la fonction ralianncLLc : 

70 k 



J: *~'L 7 Zk- 



k - 1 



7ft 



E Pt _ _ 

■ es-t delink", continue et derivable xur 

X — K 



k=l 



I> = ] - Do t l[u]l r 2[u . . . u]69,70[u]70 f -K3o[. 



Pour foul x s P : 



7ft 



/«--£ 



k=l 



(x - k: i J 



done/ mduit un homeomorphisme deeroissant de chaque intervalle I k , 0 Jc« 70, constituanl 
I\ sor/(f t ) . (On a pose ^ = - oo. 1 [, I k = ] k. k + 1 [ T pour 1 ^ k =z 69. ct {70 = ] +cc [.) 
Les variations de/ son? resumees par le tableau d-apres : 



X 


— nc 1 5 


3 ... 6 


9 70 +oc 




0 


+CC 




+DC 


+OQ 


fix) 


\ 


\ 


, . „ 


\ 


\ 




— DO 


— DC 




— 30 


0 



-Ijl 

On cn deduit quo, sur diaque , 1 k k 70, il exi.sie Uil unique rtk't tel que/( a^-j = ^ el 
que I "ensemble A dierd'k est : 

70 

Ul fc ^- 

k= 1 

il /a^it done bien d'une reunion fiaue dintervailes disjoints. 

2) Li HomEnc des longueurs ext : 

^ \ 70x71 

s = X ( a * - *) = j — — * 

Je=l V fc-1 / 

Les a k , 1 *£ fc =£ 70. sonl aussi les radnes du, polynome l 

7ft 7ft 7ft 

J= 1 



j=i 1=1 

7D ra 

Fn pliant P — ^ on a — ce qui nous ramene an eakul de pq el pi . 

>0 it-t Al 
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G & 70 70 9 ™ 

On & <fvidemment po •= ^ et pi - - ^ ^ j — ^ j = - - ^.j done : 

>1 l ni .m 

Jt, 4 9 70 x 71 

I>-5*4*— 5" 

k=l 

et finakment ^ 




1 j x — ^ ^ * 70 x 71 = 2 x 14 x 71 = 1988. 



Ex. 10 




Mpntner qL 
En dedtiira 


e a. = Ena ^ est racing ■d'um palyncmne da deqre 3 i coefficients dans Q. 
qua a est irrationneL 



| La furtnule dormant COS 3 jC sous Is forme d'yn polyntime en COS X doit tire cciiilue, 

On sail que cos 'ix = 4c» a x - 3 cos a done, pour a- - ^ , on obtienl i 

4ea a — -3 a = ^ suit -i l]?hhd 8« a — fin — 1 = 0, 

Suppose tus quo a SOlt rdtioniTicl. 13 CtUtemit (p, qi> e ' tel que ; 

u = “ 1WC p A a = I 
<t l 

Ct, dirts Ctfs conditions, on iurait : S^ ! — (Spq^ — q“' — 0. 

En l'&TLvant p(Sp 2 - Gq 2 ) = q 3 . oette relation montre que p dmse q 1 done, puisque p A q = 1, 
i] vient p = 1 cf 8 - fr? 2 - q 3 = 0. 

En 6crivant q 2 <6 + qi = S, on voii que q a divise 8, et done q * 1 ou q = 2. 

Pour q a 1, on a q^6 + q) = 7 ei pour q = 2; q 2 (6 * q) = 32, AiiLiine de Ces possibility rte 
coiment,. cc qui prouve que a n est pas rationnel. 



Ex, 11 




Soit P et i 
On pose Q 


J deux poLyn6tnes sdnd'&s dans RA . 

= ^ a k X lt J montrer que n = ^ aAP 1 ^' est scind^ dans R[x]. 

k*K e-t \ 



Not 0 ns toul dabord que la mil.] bon. huh plifsc,! live : 

E “*** 

JiiN 

K iustifie par 3c fait que la tamille- [ hh- I ; deu coelifieients de Q tsl de support lini, elk 
KpfltBfflte done titii ucltf sunPMe lirtie. 

2 

Pour y wir plys dair, eommengons par d-tudier I operation * definic sur R(X]- par;. 

A +• 13 = P^ur tout {A. I3>e R [a] tc3 que A - a k^- 

teM AeN 

On verifie que ['application (A. ill- | — •■ A * £J est biLitieairc, pins que ( X — A} * P = F “ k/ 3 
et [ix - a)a] ±p =. (a* pY - k(A * p). i jes deus dernkTics proprieks Jjissent cnirevoir Li 
po^ibiLit^ d une demonstration par r&uiroKe. 
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• Avec A = V n u K k , B* ^ h k x k el k e R, on a AA + B = V ( X fik + bit) X* 1 done : 

ftr - -, ftr r . 

(M + B) * P = ^ ( X % + Jv)r l * c ' = a V a k p' :tl + 51 ^kf jltl = 'kA*P + B * P. 

*r.r'. ft.: • j ftc ^ 

On a am si veritre l,i lin^ritc dc A-*A*P. Celle deP 1 - > A* F pruvicnr dc lalinearile dts operafeurs 
de derivation : P~r* k \ 

Par definition de I'opcratcur ^ pour k e. fl h on a : 

i X - A) * P - P' - >, P ct X * P = XP. 

Avt-t A = V n k X K on oli hen t XA - V n**** 1 done iXA) * P= V ojt^ 1 1 = (A * Pi ' , ct lg 

JiL ' ’ v 'kr h i 

linearitc de .4 -* A - P don re : 

\x - XI A] ♦ P ■ 1XA I * P - kA * P S 1 A * P)' - A(A * P) = I'X - \> * \A * P>. 

• Moniron*. <jui? la propriclc enl vraic Lorsque fl e$l de de^rc 1 : Q = X — k. 

Noun nous licnilons j des polvruimes F ci Q umt.urcv, « «qui n'est Lividcinincnl pas restrict i fen 
nl i:>.nl h.Ic Li I>ilin4iirii'f de I'opcMUnn *, 

En notant cii .wg, ■ • ■ .nip les ratines distinctcs dc P ct mi . - ♦ • . mp Ituis ordres dc mutipLicitc 
respeaifs, on a : 

p = n ix - 

ft_] 

jV = mi + m>j» ■*.,,+ rrtp cst le degre dc P ct on pout supposcr que les m oral cte indexes dans 
I'ordre cruiisaivi : «i < oj < ■ ■ ■ < «p. 

On a iilors : 

IX - k) «L p = p 1 - kP = 5^ mj (x - £.,) **-* JJ j.x - «*)"* -xJJ (X-*fc) 

J*I Jr-I At- l 

fc*f 
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1 B ^ Suj&ti Joraui 





Otaquc jhj esl un cntier & 1 done F'Lvl < Od Fcsl strkLement decroisNuii te sur dta^ue intervalle 

]ni ^kl _r 

rtlj 

Pour tout i (| [1, pj, on a JPLvl ~ done Inn FLvl = — tc e| lim Fijc) » + ic. 

JC Tf 3 , X — l"l j ■*■ — ? It. -t— f fif 

J^:n. J3K*, 

cri rcsulte que F'l.c> .s'annufi; uric fois et unc Scule sur uhacun des imcrviillus Qi [, 
i € |l t j>— lH h .HL]it M Ct (Joicll d 'anitulatiulV, 

Lb. rcstr x l ari }•] | fl( riijIiKC unc lujiscl ion Lleeroisw n Lc de «i , a, + i sur F{|aj . aj^j ) avec 

Fi ft i .-ftj+i [) — (3 tnrsque t <i*p - l r 

LoreqUcA = Otmaainsi ntig<|) evidence IVustersCedi: p— 1 ruei nes daS-linc: tei : ih ■ (*£ ■ - ■ ■ . P/j ] 
pour Be polynornc R dr degrr p — 1. 

V m 1 

Done R est scinde dans M ct (X — a'i -PsflJ|(X- l,lk t'est egaslement. 

k- L 

Lorsqne X puisqtie lim F<x) = Jim Fyr) - -X, F passed e un p ll ' ri " point (Tsnnulation 

J C— f— flD J(-*-h 3 D 

- x.cti [ si X <0 ou Pp e ]« w . + x si x > 0 it comaie f? esi slurs dc dcg.re p, il cn rcsulie 
que ce potyndme csl scinde diiiu, Rdorlt. cj ue i X - .M t p L'«t iUSsi. 

Da rts to us les cas, Jes variations dc F soral r&urilve* par Lc tableau sonant ; 




La propriety est; amsi demontree pour tes polyndmes Q dc degre 1. 
a Supposons ma i n tenant qu’dk lc soit pour deg Q = n — 1 (ne N t n»2). 

Tout polynome scinde, umtuixe, dc degre ft s’ccr t Q = [X - X])0] avec Q] scindc, unit.ii.re, dc 
degre n — L 

Le cakul prelitninaire nous domic slots : 

&*F=. [(* -Ai)Si] *P^{Qi-P) r - XtfPt .P) *lx - ■hj)*[Q i *P] 
et puisque le polyntime jp| = Qi ♦ Fest scinde dans R d'apresl'hypothese de recurrence, le fait 
que la proprieic suit vraie lorsque deg 0=1 moil t re que i X - X]) * (0] a P) esl scind£ dans R, 

a On a ainsi prouve que ]»i propriclc est heredimire par fappnri an* deg Q e V. Dane, 
puisqu'elle est vraie pour « a 1, elle I "est pour lout n a . 
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Themes rf’etutfe - PfotlemeS 



1 Formules de Cardan 

Elant donne (a, b h c) e K :i r on consideTe Le polynome PiXj = jc 5 ■+ ax' £ + hx + e e £ft[x], et 
I'equation (E) : m3 = 0. 

1 ) a) Trauver en fonction de a, h et c tin reel X lei que le coefficient du terme de degr£ deux 
6 u polynome QTX) - P(X + X) sort nuL 

b) On note alors Q*X\ = X 3 + pX + q. Exprimer p et q en fonction de a, h et r. 

2) Trauver one condition necessaire et suffisante portamt sur pet q pour que Le polynome g 
pOJS^de dans L' one radrreau moirs double. Resoudre, dans ce cas, Liquation (e') : £Kjt) = 0. 

3) On suppose que la condit'on trouvee ao 2) n'est pas verifier et on veut r&soudre liqua- 
tion (E f ), 

a) Mo niter que tout complexe A peut se mettre sous La forme a- = u + v oo u it v sont des 
complexes verifiant La condition 3uu + p =■ g. 

b) taontrer que si x est soLotion de (e 1 ), el r? sont les refines zi et 22 d r une equation 
du second deg re que Ton farmers, 

c) En deduire Les solutions de (e') en distinguanr Les cas 4p :J +2'lq £ > 0 et ip 3 + 21<^ <.Q. 

d) Dans quel cas Les tacines sont-elLes toutes reeUes 1 Comparer avec L r £tude des variations 
de Q, 

4) Application 1 lesoucire dans C Liquation - Sx 2 - 3x= I = 0. 

I Soj-atioji 



w w 2t[ 3 

1) a) ei b) On trouve fadlemeni x = p - Jj — g- . 13 = c — done 1 



a 



v 



a 



ah 2er 






2) g ad met une racine double si ei HuuLernent hi Q cl $ ont one racine commune. 
Avec Q' = 3X 2 +• p K si 2 e C vd^rifie Q(z) = 0 et Qf{z) ■ t> h on a nfressalrement : 



2^ = --^ doncaussi 



3 

re qui donrte 2 = - ^ , En ecrivant que ce complex* est racine de g r , on ohtient aiors. : 

dp 3 + 27/ = G. 

Rticiproquement, en supposanr 4 p 3 + 27 17 - - 0 , le cal col precedent mem Ire que le complex* 

z = - Tjjj est racine de gf. On a done aus^i zi* = -^ d 011 : 
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+ pz + q = 4 p) + q = + q = th 

Ainsi zest ratine commune dc £ct Q 1 ct la condition nccessaire et sulbwnte demandie est ; 

4^ + 27q* = 0, 

la somme dcs ratines dc Q dant nolle ct ctanl racine double, la ratine ■mzmqjuznte cst 
alore — . 



3) a) li et u sont les ratines complexes de L' J - jpU - .^ = 0. 
b) Avtx x = u + u et 3 uli + p = 0, on oht tent : 

jaK-T.I = Ei 3 4 Mu 4- + u 3 + pUt 4 j-l) + Cf = [j" 1 + LI 3 + Q. 

Dune si SU) ■ 0, Ll vient : 

ii 3 +■ i> 3 = -q et ej 3 o 3 - ~ 27 T 

ce qui montre que ,le 3 et stmt les ratines de liquation : 

3 

fC) : + qz - ^ = 0. 



27 



c) Rj&iproqiiemerLt, si u et i f soot les ratines dc liquation (O, on a: 

u 3 tr/s-q ct m 3 u 3 = -^= 

done si on impose de plus uu e R, it vient 3uu + p = 0 (tar jj est reel par hypothfrse) et, avet le 
mimic calcul que ci-dtSSus, on oblienl £Ku + u> = cW-a-dire que x = u + e est racine de 

4 a 

Le discriminant dc to cst A = <? + -^=- , on envisage done deo* cas, 

• 4fP + 27q^ > 0 

L’cq nation (O ad met alors deme ratines radios distinctes : 

MTl 

V 4 + 27 



Ct - 2 \l a 4 <J T = 



Mt W 

_ _ _Q . . P_ _ Q 

1 ' 2 V 4 27 

Four tout red jt nous notons $'x I’unique reel ej tel que y 3 » a-. 

POsonso - ^zfet|3 ■ ■j'^.les conditions le 3 ■ Z] et P 3 = sonl equivalentes a ue {n.juf.j^u} 
et e’ e { (3 , j]3, f |3 |„ Les couples (tt, o), tels que x - u + v soit ratine die Q t etant donnes par la 
condit ion uiml (R, et a . |i etant reels, on en ded u i t que ks racincs dc Q sont 1 1 + fl. Ja +f $ . j*a +jp, 



t'est-a-dife 



\ 



V ^ _ q _ 

4 + 27 2 ^ 



4 27 2 



J 



\ 



2 .1 

P_ _ q _ a 

4 + 27 2 * 



\ 



V 



P <? 



+ — 






q 2 p 3 q 4 

T + 27 2 ‘ - r 






q 2 p 3 q 

4 + 27 + 2 
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a ip'-' + 2 vf|* < f) 

LcquatininC) .id met .liars deux ratines imaginaircs conjugates disrirclcs : 

_ r~2 T j i J 

q ** P * t _ 4 , / 4 p 

" ] “ 2 + V A 2 ? et A - _ 2 V 4 ' 



Po$ons p = |xi| =■ JEj; . Puisque Ini z\ >Q, iJ exist* tt| td qut jq = pe f41 el = pp **, 

Avcl f.i = ,-|/fPF ci fi = j/gjp 'si j, lcs oi inditirtlls u* = jq fit i/^ = J 53 stint equivalences a - 

Idf {«.>./ II } Cl l>€ {p s . JfJ,/ p. }. 

Lei Cu limit’s Ul, i?)l liftls que .v = u +■ v suit rue’ i tic tic Q, etuilt dunrtex par la cu rad i! curt ul 1 e R, ft 
i t r $ cl a rtf i m,igi :i;i iri-s ci >nj ugi.i ch, on cn dedn it que les r»c i DCS dc Q SO nt«+p. Jn +J 2 \i . _T « +j|3 „ 
c’est4»dire : 



<f\M ' 


T + ,/ pf y £ 


= 2<y>coa - 


if 11 


. / ij ,2* \ 




Vi™ a 3 :i f + 




= 2^/fictkn ^ 


■S ft 


,/l! dZl? \ 




V H " ' + v'iio 


\I' *} 


- 2^fic«s ^ 



d) Dupres lee) L-s ratines tie (JS*) sniU louiitS rrcllcs *si ct settlement si 4p J -t 27 *:€), 

On retrouve ce r&ultat aver ]es variations de la function rdelle Q. En e(td h avec {fix} = + p. 

on obt Lent : 

* si p*s 0, pest sti ictemem croissant? sur R et s’amuile done tine fois et une scale (avec la 
condition -tp ' + 27 ^* * t), t’cxi ?jnc rad ne simple) ; 
a ii p< 0, lei variations de p sC ivonx'iiL pur lc tableau. suivant : 



X -X 

£/(.vl 



w ■ y | - ei m = y | y' 1 - ^ J 



m On cn deduit quo Q a trnis n cities rccllcs disltncfcs si ct scu lenient si p ■- 0 ct ntM < 0. 
Avcl Q\.x)Q’.-x\ « (q- x [ x 2 + p) ) i q + xi. x 2 + p) ) - q 2 - x 2 ( x 2 + jj] on obt ient : 



«M (p ^ 



Cl il cn result? que la condition pr^Ctdenlc cquivaut a I p + 27 q 2 < 0, 

On il dris-i retmuve le resultal Jcdo.il du t). 

4) Avec les notations dcs questions prccedentes on obtient : 

A = 1 el pi: A r j = FIX +■ 1'i = X 3 - fiX - (t dime p = (j s -fi et 4 ft 3 + 27 tf = y ■ 2B, 
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T.cquarmn to $ccrit Z L - Hz +0 - 0, ses ratines «.>nt 2 et 4. 1 3one P d aprfrsk 3k). les solutions 
de (E r | SOlU ; 



1 

2* 



i l -l 

+ T', J2* +/? ji 



/ ^ 



*J2- 



Htii[ w$ai : 



-2 -2 s + lyS^2 ^ - 2 P -2 J - 2 * - fv/3 j 2 * -2 ' J, 



et celled de i£j sont 



1 +1ii +‘A 1-2 S-£ =■ HV3 (2 ^ - 2 3^ „ 1-2 '-2 ^-rv^(2 I -2 ^ . 




One equation polynomiala 



Or cortsidere le polynome J J t V . |Xj tel que : 

pi x j s x :< + rtx* - ax - 1 
ou a «t u;n compUne donne et IS son conjugut, 

1} a) On pose a =■ *i + V, (f a “1|, Discute r, suivant la position dans le plan complex# du 
point A d'affixe n, Le n ombre de racines reelLes du polynbme F et dormer leuTS valeurs. 

b) Montner quo si r.<= (. est racine de F alors 1 Lest aussi, 

t) En deduire k w , valeurs (tea pour Lesquelles P ad met yne racine ay motes double. 

d) Montner que P ad met toujoun au moim une Tacine de module L. 

e) Montier que, si a* 0, Le module de toute ratine est stri element iiferieur a 1 +■ |a|. 



2) Dans tette question, on pose a. 




a) CalcuLer a 2 , er*. a 4 , [j. tt 2 . a 11 , « 4 , (rr signifie le carte de 1) et Les expnmer sous La 
form# p + qa. 1 jj. qj e I' 2 . 

b) Diviser P{X 2 ) par p(x) {division eucldienne). 

Em deduire que si * complex# est racine de P r ^ - k 2 et u = k* le sent aussi, 

En deduire enfin Les valeors de K, pi. 1 -. 

c) Monirsr que la suite des restes d#s divisions euclidiennes, per Ptxi, des polynomes X*", 
nr fv est period ique. 



3) Chert her to us Les polynomes Q du troisieme degte, a coefficients reels ou complexes tels 
quE «(jc®) so it divisible par Qixk 



1 SoJulioji 



1) a) ! Damee genre de H'iiuaiion, i-l L.%t bon dk? tonmieiKvr pur lectercher <te* arndmom n&«y»iiiTft. 
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b) Si t est racine reellc de P, on a + az* — aZ - l = 0 «t z? + an? — az — 1 ■? 0 done, en 
retramchailt memhj'e it me mitre, Id- « ) ( X 2 + z) ■ 0. Ori envisage dime deux cax : ar R, 

■ EViiir a c S, on otnieju PiXf- < a - 1 )(A _li + ( 1 + a ix + l ). 

I.e discriminant d u trindme X 2 + (1 *■ o ia + lestis{l + «j H -4a {a *3Ka- 1) done, 

-$i — 3 < a < 1, P it unc settle racine rfeUc cpalc a 1 , 

-hi a < -3 mi a > 1> P a Mi i i . ratines rcellcs : 

— si a = -»3 oil a = 1-, P j deux ".h ine- reelles dont line double, 

■ Pour a f M, si z csl ratine reel I e de P h on a z 1 + e = 0 done * = 0 on .k = - 1. 

[I cm Jjir cjiil* 0 nest j.imafc ratine de Pet -1 est racine si et settlement si « ■* a = 2 e’est-a- 
dire u. ■ 1. 

C) On ii ole PfX i = X* + aX 2 - aX - 1 . 

Pour taut**: C\t)ii afi ( = ) = = PtT). 

0 n’etant pas racine de P, il cn r&ullc q\tn *«= C l-hi racine si -et sculctncnl si ^ est egalement 
ratine. 

d) Or remarque qne 7 = = cquivaut il |z| = 1. 

LJ’ipres Ij question priktiJenle, l.v cnnntissariof d'une ratine * itnnne celk dPtifW autre ratine 
Saul dan-sle CA* i hi I B = 1. 11 1 n u L ce pendant prendre iyirde ju &it que i’un nc sail rien dc ce qui 
1 CtHKefriE [es Ofdres respeelifs dc ees dens ratines. 

Supposons que z t de module dlfterent dk: 1, soil ratine double dtP- Potions p. = |z| et z = pe h , 
Alois jf ■ -t^ N est eyalement racine avee xa = et, en ecrivam q«e lc produir dcs ratines de P 
est tiatl a I, il vient p rf^" h = 1 done p * l s ce qui esl LtiniradLcioirc. 

En consequence, si sresl ratine double dc P, or a ncccssaircmcnt |z| - 1 done a - t -,lt et, toujours 
iivcc ir prod tijt dfs racines, on voit qu'une seconde racine est e" £! ". En ccmsideranL la uimmc 
des racines, il vient alors u - “2r rJri - g ,a ' VH 1 

Rcctproquemcii t ► s’ il esiste n e J5 lei que a * — 2er |H — on veribc taci lenient qnc : 

Pm{X-C l *f{X 

Pinaleraenl, Pad met ttne racine au moins double si et sculement si ii cxistc R (el que : 



e) Si *| e C de module #1 est ratine de P, jlnrs au = J- est cgalcmcrt racine ct P s'ecrit : 

p a {x-* L }(x^i)(x -as). 

D’apres \t t), cl ^ v>nt racincs simples done ss :s e \ 2 \ . %},, 

Puisque \zf t * 1 dounc ^ ^ At cl qua *1 e { x, , jtje } (Itiniw i p on a nccessairement 

1 34a | = 1 si non lc polvndrne pde degn? 3 Jiurall iptlt raeint.H diKlincICK ; stj, Zy. 7y et J- , 
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f) | Ci'L'st If moment de jienser a ulllisfr 1 1 wjrnme Jes. racines de P 

Or MJ}>p<tHe n * 0 . !si P aJuicL uoe racirSe fi de module p J. 1 . , aloes its rticines SO Jit , ■ f- |lf . — <_■' 
cr fVoirk c).} 

Tin ecrivanl que Lit stKuiut' des radut's du P usl tiyule it ru Ll dent duoc ; 



l> (.■ ■» - e"“ » ■ c* - « puis p + - «e 1 + | -:j ct enfin p < p + - 1 + |n . 

rh . 1 +■ (/? 

¥} LJflnsOrtW qucjilmr*. a = g 






— 3 + i^/l 



- ,V 7 



= « - 9. 



= — O- — 2 



a 4 = a 2 - 4 ti + 4 = - 3 a + 2 



1 - ! v 7 



* 1 — 0 



a 1 ’ = a - 2 



m-\- a 



tr = -u — 2 = fi 3 

a 1 = - 3 a + 2 t 3 a - 1 
b) lVaprfsa), Oil oblionl : 

PC .VI = X 6 + ax- + (a - 1 IV - 1 , P\ X s ) = X 1 '' + aX 4 4 (a - 1 iX* - 1 
ft k dn : -i i ■ n dnilnc ; 

PiX 2 ) = A.\ i j ,r - aX~ + >'a - 1 'X + I). 

On en cJcdulr que PfAJ = IJimplique P( ) = Oct p( k' 1 ) = l). 

Or, pour tout X e C, on a : 

X - K 2 *=* \ e {(J. 1 }, X“ - X 4 — X e {0. 1 . - J }, t'U = X 4 <!=► X* ^0.1 

Done, en reitiarqmint que pour k valeur proposes de « aucun des cinq nomhes 0* 1. 4.j./ 
TV fit raciflC de P t SI X est yne radne qhcIcihwihc de P .-lEnrs x, A ! , A* en sont Its I mis raeines 
disti naes. 

En ccriv,mt que le prudllU sics rjdnenc.'st cj»al j ].. LL vient main tenant >‘ = 1 done : 

X e i e “ /I « k * (j :■ , 

(">n nemant[Lje qui\ pi'mi fc t -J 1.2.4}, Lf triplet ] A. \ 2 .iT fit tOLiiOLLl'S I! 

r ji- Kii -rt . 

<€ 1 t e J f e 1 > 

ft CIU> poOT It * 3. k = B, k t 6, on obtiunt Unujcrtlrs Is triplet : 

f 5 lT 7 IMJtt Mil 

|e 7 . t- 7 - e~^~ L 

Ll ric nous re.me ainsi tjue Jcrix pasHiltLliics. 

Duns le premier cas, or a : 



■ji-i r- 6 r- 



lm I *’ + v + i r 



v . Sir . 3u . ip 

1 = HIO -*- + Stl'l -y- — S ttl y > 0 
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tpar croissante de sin fur [0. ). Or U wiitiinc des ratines w t eyalc k -a dc panic imagjnainc 

negative. Done lu triplet tlis solutions cst Lc K«con<l c'cst-it-dirc : 

f Ml 12 Uh:r i fai'sr Sin HfTi | 

{*? * . ** 7 . « 7 ? suit encore | e * , -e * , — c J >, 



C) 



Peus jxdradinc* ilf degrf '-S2 mill egatis sdei scukmcnl si i]s ptennent Its rtttmfs vakurs pour 
tiois complexes Jtst jn^ics. 



-J ITT 

Nolons Rjc lc rcste de la division de X 2 par J\ et fim X « -e •' . 

, «ir . 

On remarque alors que k suite ( A ) k . e.m pcriodique dc periode X 
L’identirc dc la division euclidienne de X 2 par J-' s’ecrit : 

X r = HX i^iX i + KjjfX} avec (teg % «' 2. 

Pune, sachant que X. A 2 . A J M»lt raL'inefi dififiiictcs de P, on en dcdu.it que JRjj- e.sl I "unique 
polynomc dc degre *-“3s! tel que: 

R k I A. I a A" A . - A- r "' . X" 1 1 - A 1 " ' . 

#fc 

Pui-sque Vke v = \ £ il cn rcsulte alnrs - % cc qui traduit qae la suite ( R k | est 
cgalcincnt period ique dc period c 3 . 

Pour achever Ea question, tS suftit done de calender Rq. f?| el Ho. 

li est i turned iat que Kjg = X et = JC E . Pour H*, on effect ue la division : 

X 4 - t x - u'mx 1 + (a + a 2 ) X 2 + (l - |af ) X - a d’oii Rg = -X 2 - X - n. 



3) Nous nous restreipnons a la redteidtc dc polynomes unitaires e’est-a-dire de coefficient 

dominant eigj] a t . 

Pour tout pnlynomc ff m C|x| , not on* W.Q) I'enscmblc des zeros de Q el envisageons deux cas 
scion que 7J.Q' e*t on n’ost pas Indus dans [0. 1, 1 J.J 3 } . 

• Si Z\Ql<z {0. L - 1 J.J Z } , il cxistc A racinc dc Q telle que A c \ 0. 1, - l«J.j 2 } et, dans cetie 
situation, A. X". A 1 sont trois racines di si lucres de Q done, puisque dtfi Q = ^1, on a : 

BQi = { X B . A * } ct &X> = \X - ki(X - X 2 ) (j£ - A 4 ) . 

Ree ip roq ucmenl, ela rvl don ncA* {0. l.-l } , Ifi polynomc ptXt = i X - A > [A* -A") (A - A 4 ) 

divise 0( X''} ni ct seulcment si lc.s racircs dc pCXKsonl racircs dc Q(X 2 ) done si et seulemeiu 
stQ( A®) =0 ccsi-a-din* A a - A = 0 ou X y - A* = 0 oh X* - X* = 0. 

u r rna \ 

- ( ompte leiui de X i£ {0, i}, A — A = 0 dotine As |e 7 / l & lc® {> t ct lc calcul du 2lbj 

montre que Lcs solutirms com-spondanlcs sont : 

X' 1 + qX 4 - 7T-V - l ct son wrjugiR 1 X' 4 + aX 2 - oX - 1 avec « = 1 ' • 



- Cojnplc tejiu dc X i ! 0. 1. - 1J..J" ill A fi — X 2 = 0 donne X m —Jim X = -j* d'oli Ics solutions : 

X s — j 2 X 2 - f x +J et son oonjugue X A - ,fX 2 -jX +j 2 . 

- Coni pie iniu dc A £ {0. 1. — 1 }. X^ — X^ =0 dnnnc A s a oli A = — ( d’ou lcs solutions : 

X 3 - fA j ' — x + t ct son conjnguc X' 1 + eX a - X - i. 
m Si ZiQlc {0. l,- 1 ,j,f remjrqtuins d'abord que si - 1 cst racinc de Q alors 1 * (— l') 2 J’cst 
egak-ment ci ffcsi divisible par X 2 — 1 = ( X — 1 XX +■ I). Dc mcrae, si j (rcsp.J*) cst racine de Q 
alors L j a {iesp. j = f j Pest Element ct Q cst divisible par X' & + X + 1 = tX — J)(A f ; . 
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- Premier tils ; J era j' c*t rad re de Q .'.aI- - l ne 1 'l-hC pa*, si []t*H on iiura it deyg # 4, et les. 
pyHH-i fiil i [4"H sont : 

X[X -f}{X -j 1 ), LX - 1 HA" - j) [ X -/), i X -j 2 }. ix -Jj(x« f)~. 

Avec ces expressions* il est facile de verifier que Q\X \ divise Q{.Y 2 ) dans les deux premiers cas 
scale merit. D'o ii les. deux so'Kilums : 

A r ' J + x 3 + x el x :1 - 1 . 

- Deuxiemc e*is : —1 est racine de ft alors nij nij 2 ne k so tit ct les possibility soul : 

X{X* - ] ) . {X- l)(A i - I). 

Ixfi deux aunvieiinent, J’oii Jen solution. 1 ' : 

-V 1 - X el X :i - X 2 -X + L 

- Tmisieme cas : aucun des imbnombnea - 1. j , j 2 n’est racioc dc Q. Les pnssil>ilitcs Mint alms 

X s , X 2 iX - 1 > XI A - ] f. (X- 1 :' :i . 



Les quatre eonviennent, d'Oti las xoiuiions : 

x r \ v ' - x\ X " 1 - 2 x~ + x li x 1 - fix 3 + 3 x - i. 

■ En conclusion, nous avnriH. trouve 1 4 poljTuimcsi imitnircH Q de desire 3 telf que ff.X ) divise 
0(,Y 2 I. I’n void l.i lisle : 

■ ■ 1 + iV‘7 a 1 - r v' T 

ft<xj = x 9 + j x* ^ — x - 1, 



ft^) = diiXi(x' : ' - 1 + ,/V - 1 ^ x ■* l) ; 



ft<x> 



, l-t /7 I + cn /7 

= X ' 1 + rr X- ■ X L 



=Pv'Xj(X-'- 



i - fv"7 vr , 1 +■ lv'7 

rfc >■' ii 



X+ 1 



) = 



« il+ ivl i + tiM -3 + j/:i 
Qs*Xi = x J + _ — X- 4 — 2 — X +■ — 2 — ' 



x ; 



t 4 I v' 3 ■ 

x- 



g r -ix:' = x‘ - lx ' 2 - x+ f, 
atxj * x :j + tx a - x - i> 
QrtX)-*** + x £ + x, 

Pyl. X) = X ' :i - 3, 
ftjl.Xj = X j - X, 
gjilIXiaf -X s — X 4 ij 
aulXlaA’ 1 , 
ft^X> = X :! - X% 

WigCXJ ^ X” - 2X- * x n 
g H fX>«X :i 3 X 2 + 3 .\ - L 



ft (a 2 ) = ft<xt(x ;j - 



14^ a - 1 -t- <v'5 



2 



■ X 2 4 



T 



0 * 



- 1 +■ IV 3 1 + tv''3 

5 x " —3 — 1 



J .*' v3 .V 

Q r> (X-) = rjfej X)( X :i + rX‘ - rx +l) ; 
ft ( x^ } = ftl x j ( X ;:; - tX* +■ rX + 1 ) ; 
ft ( A 4 '} = ft!X)(X : ' - X* -t X) ; 

- Sfc(Xi{X H 4 1) i 
&*[X' 2 ) = ^Xi(X n 4X1 ; 

S,o (A 2 ) = Q 1 (I !X>( A* + x- 4 X 4 1 } ; 

P]](A 2 )-ft L (XiX :i ; 

fta(X a ) = QyjX>[\- :) 4 X ” ) ; 



1 + i\^ 



X -+ 1 



) ; 



= Qu'XtiX* +2X 2 +X) ; 

Qi 4 { X 2 ) = ft « l X 1 { X :3 4 HX 2 4 HX + 1 j . 
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3 Inegalites dans C 

Notations 

■ n entier supen'eur ou ogal s 2 ; neN>{0,1} 

■ U ensemble des nmnbres complexes de module 1 : U ■ {ze C \ \i\ - 1) 

■ tig ensemble des elements de U dont une determination « de [.'argument venfie : 

H f < “ C-U = f*” IH He R. |«1 c ^ } 

■ ]j| le cq^mplementaiFfi' de BJ 0 dans U i L'j ■ U \ L 0 

m .? ['ensemble des polyrcmes complexes non nuls tie doejrl stricteraent inferieur 4 n. 
Pour pe. C\x\. on pose : | r|| = supi|Pfzj-'-. zt L'l 

P&rtie I 



1) Pour Ri- et ze "U f etablir Llnegalit^ ; \Z — a\ ^ - 1|* (1) 

WteTminer les couples in.zre E + x I.j realisant I'egalils- 

2) Pour Ke L-o et n e ilj, eta dir Its inegalites ; 

|a-«|-|sf-uj«|l-«l s (2) 

|j£- ft |+^-«]=« 2|1 - a| ( 3 ) 

PTeciser dans chaque cas tes vale uni de x« Mq T^glisant t r £galit£. 

2 

3 ) Pour zc Ui, etablir rinegalite : \z^ 1 ! * - ■ ( 4 ) 



z -= 1 n 

4 ) Pout z e ■■ f M* pose ftlzi = — - et fit 1 ) = ^ a 

a) Pour n m 2p f (p 1 IV }, etablir I'inegalite : Jftzj « ^ . [5} 

b) Pour r = 3, etablir i'inegaEite (5), 

c) Pdui n = 2 p+ 1, (pfc V ) j etablir par recurrence linegalit# [5% 



partie II 

On designs par itt, i]- n les racines du polyndme X" + 1 c €|X]. 

. . _ 1 *( 

1) Pour P c -S" r montrer que : - — = - - > — = — 

A + I * — - A tier 

>t J 

2) a) Pour rt = ip, [pe N'). mcmtrer que : 

*" “ 1 - 1 V 1 

{x*- ] X.Y n + 1 ) C 11 “ IX - n/HX - TTfJ 



( 6 ) 

{ 7 ) 
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b| Pdui ri ■ 2p+l, (ptN’], decomposer en elements simples sur C'i'X i la fraction: rat-onnellc 



X rl - 1 

(X 1 - 1 lix' 1 + 1 ) 



(on adopters n r , - -1). in deduire Tegai't# (7). 



3 1 i) Danner un sens a ^expression SCz? - 



z l] *l 



pour tout ze C. 



Cakuler stop pour L ? « \ l ,2. - - < , nf . 

b) Caltiiler & 1 ). ^ontrer que Si«j i .s. 1 1 pourj 6 -j 1 .2, . ^ , , ri ]*. 

c) In utilisant la relation (3), ItabUr pour Uo : 



^ |b" + 1 

V ■[ ---• 

tT \* - £, ' : ■ F - «J 



d) En deduine pout zt Uo : s*' nrtizi, 

e) Etablir alors pour ze : Sk) -=' S H 



Partie III 



1) Pour fe t [A't.on pose ; ||P | = £iLpf|Wz )|\2 c l ^ 
Prouver que ['application P— * |P| est une noTme sut Cfx|. 



2) Pour p = ^ e C|Aj r etablir Teg ante : 



x « 

¥ke [0. n - 11 n*. = - ^ 



En deduce lies inegaLitts : Vice IQ.ii - 1|, -•• 



3) Pour (i t C, on pose- ; % = ini’ 



1 f 1 i .f 



^ ^ 

4) Utiliser le polynome A" pour etablir I'ioegaliti : * - 

k - u 

] »_L Lt . -Q(fi r l ■ i x" + \ i 

a) Pour Pp on pose Q = \x- lip Montrer que pf*) = -- > -j — ' — 

# ' n £■ — i fit - - 1 (I r. — nj 

J - 1 J 

En deduce pour zt f d fl : |Pzi| =-- ~ • Q \ ■ Kz) 

b) Pour z 6 Lb, etablir I'inegalite : |f ^ |y | 



c) En deduine legalite : Lh - — 



d) Pour |i e C, etablir Einegalite : % -■■ 



1 + IPI 



(icrtre ft = ae! h avec a = |p| et utilise! (1)}, 



C ha pure l. ArithmeLique - Algebre generals ► 27 




i Solution 



P^Flie I 



1} a e |R+, t. = e m 

De |jz - a|" = 1 + « 2 - 2a cos fl et z - l| a = 2£ 1 - on 0.1, on tire : 

4|z - u| 2 — [1 + Cl 3 ) 3 \z - if = 2(1 + cos 3X1 - aft 
l^egaLitif est realist pour z = -1 ou a = l,d'oit la conclusion : 

i > 1 + j i 

k-al 58 — g — |z — 1| 



(1) 



2) 2 2 i t? 10 |0| < — a = t‘ rul — ^ |tu| ^ rr 



Onaz-w^-e^-e TT 



( f fr-m • &-w \ / 0 — (It\ i e-Nfl 

« “ -,-'T . 2i(iB l e'TT.dooc; 



|z - o| = 2 



Bin 



Ml- 



% — a| =2 



sin 



(^)|. p-H-i 



tol 

- ftl = 2 sm ^ . 



■ Uinegalite (2) |z - a| |z — a| * 1 1 - a 2 resulte done de : 



tt — h> 

4 sin f —t — i ssn 



/ Q+**\ 

"W 



- oosw| 



= 2(cos ft — cos u) ^ 2il — cos u) 



. 2 w 

= 4s,n 2 



L*egaljt£ esl realis^e pour cos It = 1 c’est-a-dire z = L 

■JJ 

(On a jeo& B — ecus wj = 009 ll - cos o» car cos 0 > eus — & emu puisque ze el a e U|.J 



Pour ]'inegfllitc ( J), slip pftsons d'abord — is « if, Alors 



_ „ w — ft . , tf +0 

[z - ■&! = 2 am — 2 — cl \ z - n| ■ 2 sin — 



w -e L it , it 
(CT- j-S p. 5 + SS 



W +B 



c |0. tt [ et de meme ’ ,, e |0. it [), done : 



,, h 1 . v _ ( . w— 8 , w+&\ 

(|z - a| + |z - n| J = 2 ( sin — + sin — 1 - 



0 , W- , itf 

4 cos 2 sm 2 ^4 sin ^ 



ccst-&-dire : 



(|z - a| + \z - at |) =s 2 11 - ce I . 



tt 

Legality esl realises pour eos ^ * 1 c'est-A-dire r. = 1. 



IT 



Dans le eas - n ^ at « - — „ on peul appliquer le resublat precedent en rempla^ant a par : 



n 



a 



= e ~‘“ (-“* s s-*])- 
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LL vltflt (|z Ctj '4 1 2 - Dl|) 2 1 1 — o| cL Id VDUL'Iusion resuUtf de I - u = 1 — «|. 



IT 



3} z - f" — =-- |<Q| ■=% tt. Aloes : 



|z - 1> 2 sin 2 2 * ^ * -j- 3* ^ 



{On i;..ippcl*c que V?, e 



0. a 



SUIA a, 
IT 



4) L'incgfiiiti (?) fist vraic pour 2 = 1 . On suppose deso minis z* 1. 



a) n =± 2p.. R y. i = 



- l 






p l 
k=0 



2k 






b) pl -3, Hizi - 



Oil 



Z a -1 




^"■-1 


- 

il11 -£ n cnsB 


7? ~ 1 




- ! 


mn B " Ct) ' l| 1 M 








2 COS :r 



ft H 1 

' 2 “’-v F 

2 “ s j 



Li function B >-*■ 2 cos — est daToissantc snr 0. - 

& & n 

2 CUM - 

/ h : 



et esr pa ire, done 



_i I 
7i n 



A in s: 



? X - 1 



?TT 



2 ' 



c) n = 2p ■+ 1. 



On suppose 



il v ient 






7^ i 



- 1 . 

=--■ — n — f iM(irs ers uenvant : 



V- U+Z^ 1 - L 



z 2p+1 - 1 




? - 1 





z^H- 



- 1 


U'^ft 1 I 4. 


z“P- J -1 


7 - i 


£ T 


7 -7 



1 4 



2p — 1 



done 



z^ ] - 11 



z* - 1 



2p+ 1 



Jj ptOpriete 1 csl recurrentc, puiiqiTclIr est vraic pour p = 1 , l'IIc e*t done vraic pour tout p * 1 . 



Paflie II 

p 

1} PosMS Q5..v> = Jf H + Pues4[ue flog P < xi, la parlie entiene dc Id IradjOn ^ chT flulle, <■( fin ii - 
p’,.y) A >v , r'fci.) rfcij) <*, 

- E A Uj w iJ = gf^ r^ B " 

■* : i J 1 = — 1 1 d oil la dcoomposicLcm anronege- 
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2) a) Pjirss Ic ca* n = 2/>, on a i 



— - = 1 + x 2 + x 4 + *■*■+ x 2iJt s ' = H X). 

X - 1 



2 



Aloes Kftfj 2 ’ done d’apres le 1) : 

1 - (Yj 



HXi 2 -1 2 ^ 1 1 

x' 2f - + 1 ” ri -i x - «/ _ J1 “ "_f x - 



i-l "J 



car a i - — 

1 



Mais Od H aunsi — ^ — = > — , d *ou finakment : 

4 1 n 1 X — ftj 

Ml L ^ I / 1 1 

X' 2 ' 1 ’ 4 1 " “Y "J -E *f \ X " Ci i X “ 

1 " 

--y 

M 



(X - Ofj) ( x — rjj) 



to) Pans If cas n - 2p + 1, on a : 

x 2 ^ 1 - 1 



x - 1 



3 1 + X + X-+ . .. +X ?JJ -MX I 



alcirK 



x- r±Tl - 1 



PiX) 



pTTJp^ + 1 j < x + 1 } 1 + 1 

It decomposition S^crii done : 

Fi X. I 



: ( — l) cst pole double. 



Ft — 1 



.V + I)(X ri + ll (X+P 

ou on a pose Q X> - i X + P ( X 2p+1 1 +l), 

Dr- g* yx ) = x 1 + i + f 2p 4 l ir x 4 i ix LJJ3 . o n lire : 

r) 



A U v- A, F*(a:3 

77? * isTl) * 1- T±7.’ * V4X *'-7774 



N1 



X - « j 









et puisque Haf) * ^ _ ■ 



> ^f>+ 1 „ 

B — tsr . ^ 



i - 

Of 1 — Of 



I2p + 1 )!«/■+ 1 Iii i l i 

h il went : 

2«, 






hj - — 

* J *■ 



dime, LuJ tiiiw preiedemmeiu ; 



(2p4 Httf - l.i 



PX) A 3 1 v- 

'piXl ” iX + n z + X+ l f nL ix - aj :HX - s, 



Par adieu rs QtX n - (X + 1 >& L iX) avec £j[CX i * 1 - X + X 2 - X :1 - ... - x' ap 1 + X £r \ done : 

PI-1) 1 



A - 



EJ i ' — 1 > pi ' 



E rests a remarquer qise lim 



v-' - l 



■v -«t U" - ] II x" + 11 
X N 1 



=■ B x 0 pour pouvnir eftjini tic ri i l- : 



IX" - lK.X n 4 13 



s ly -- 1 ■- 
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■ Autre solution (valabic pour n = 2ju au n - 2p+ l ) 

Y rl _ 1 

Ft .VI = x _ l = X*" 1 +X' y -~*+ • - • + 1 € •*. 

l -‘ \ j _ v 

On appli-qm* k rfculuK du 0 a la frartkai x y\' + - & cummc r\uff= ^ 'p j] vient 



-** - 1 _ 2 y- «, 

ix - i ii x' Ti i ft Z- i,y _ ] iix - «, i 






A' fl - 1 



D'oil 



(X - l II X +■ 1) 



m ± Y .. 

r! A- H , — 1 HX — 

j=I 



C«j— lNX-J) 
k + ii 

+2 “ Bj' — ii. KX “ (ijifX — fij i 



e-t 



X ri - 1 



I Jr - 1 kX M + 1) 



1 A- l2-«|-«jKX+l} 

n i2~o, — it, KX — 

J=i 

lA _.v + 1 

n 2^ h X —citfXX -5j) 

J=l 

. T 1 

J[ 2- -:.Y - tii'X-V - 



>1 



3) s) 

Stzt 



Z 

J=i 



| JJlz - 



1 _ 



“J 



( vane ck 1 i hi ) 



SUx,.) « Y, 



J=] 






1 -Qj 



ri a. , 



!\ - 1 



•ttj 



b).9n-V ; -.V 

>1 M 



S( 1 ) 



- 



1 


Hr! 






d' 






1 

J 


(1- 


Id" 

1 

■ i 


(- 


X' 5 - 1 



1 d(]+X 



11 - <i , i I (IX 



.V = Ll, 



•i 



(X 7 - t MX' 

y 



= 2n 



Xh] 



Pll Jt 

4 ” 2 

.2 



1 3 '*p re-* I'iiicgalitc i«l )» cms a 1 — aj s» - done y ■ S’- 1). 



c) 2S(zJ = Is" + llV' J + -r — T | 








Z - 


n, + jz 




i 


i 


' “J 


' 

Z - tti 

1 1 J 


z — 


s j: 



" i 

D'aprts (31, il v tall slurs *Sijs) ■=- t x n + I V -j r- — ■ 

frr 1*-°^ 
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(!) ze IV Montrer Sian ^ nR[zi 

Posons z = c w , - ^ *■: ^ ci «j = D)f = (2j- 11^ , 1 j < valors ; 

. H4 ~"L' U j .. , 11 <u j c 

«-ip .. ■ H — c ‘ J> r ^ — i— W 31 l - j ■ W+OJ r 

* - ftj = p “ x 4(mn ,y— =- el z — ftj ■ * £ x ^ign — £-=■ 

done i?t - — fi,J = — 4t? |H am ' sm — >= 2c Jlf (cDH 0 - costDj l. 



PourJ e Hi. n[K or ni ^ ^ 2 it - ^ done costi - cosw; > CK et : 

|z — fjj j jz — ftj j - 2 iot)fl # -• CAB tii; ' = S~ |IJ (z — tejHz — Sj 

On eifc d£duit : 

n i ri 1 " 1 

y t 7 = e ‘" y - = y i 

rr K -• «I z - Hi 1 7 . - ujK Z - uj) «j> 



Z 1 — OLj ) 



./■ + 1 



y l ^'l „ y" 

“ 2-nJ 2- a, “* z ” 



z rt + 1 



( z - iij li Z — o^> 



tn ut Lilian 1 ]'£galite {7), on en deduit ensuite : 



A z n + j _ 1 

“ (* - o/Hz - 5j) * W z 2 - 1 



= itftiz*. 



Avec I’lnegaltte flO, i! vient enfiji : 



e) z g I V Montrer Sz> ^ SUL 



S’ z) S-. nhS zl 



n , . n 

8(f}< rifHzj) AVCC -j donixe $(;) ^ -J- - 

parlie III 

1) Si |‘ Pit a 0, J J a tine iiiiiniLt' de rapines ei t’ext done le polyndme nul. Lei ant res verifications 
so lit sans, difficult^. 

m-l ji-i n-l 

2) Pm ^ u*-A^ Pktjl ■ ^ Oi Oj ■ y~ aj 1-14 * 1 



n- ] u 



^ h , " Pi a f ) n ^ Of a | ' '■ m> ■=- rltij; 

j-] tM 0 !=■ \ 



l J , 



Cwsequenw : |dfc| *S — T, l*» 
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3) Be * 



= inf | 



l|UC-ft>f J || 

in 



|r-. 



) 



, SFi * A-" -1 ||(A- lift, | ||A" - 1|| 2 2 

a) IVX1 -£x*- rzr ' — — - = ■ ' i.» »■- • « Wt - Pf'lt - <» 



&M(I 



llfvl 



IM lifli 1 r! 



done -r — . 

b) S s (x - i jp 



1 Cl , P( Q f ?! z ! * 1 1 

Pfa)" — y" J , - , — 

n I — U | I 

c<, g: «,)(*" + 1) 

=j — 1 M sc — 



cf. (61 



j-i 



= _iy ^..i & 

n t—t (a, — 



J=1 



1 A k IIQII ' S5 n + 1 1 1 

done S3 ^ € Uu |P(*)| f '- J -T— — — f -y = - 1 0|! M *>■ 

“T 1 r-«j| n 



c) Pi! Llr K 6 il ] . j Ft 7 . )| = 



gta> 

n 



d) Poor r. € L-ti, =-:• ^||y|| 

d’ou HJ'ii * ^m\ 

„ , „ K ||(X - J)Pi| 2 2 

CfNPSHJHfJice : VP 6 .if 1 TTp-j 3r - el Hi - 



d'ipres (4) 

d'apres 

d'ii|)rfeii 33) 



E m»t[ein-:*nl 



Bj = \ . 



n 



e) |i = ae ll( a M l: t R, 

Vzfe P |iz - pi Mstl| — jo"* [ m /f '* - ft) f J i a 1 1 = |(V - a)Q(z'}| avec d ■ ze -4<f 

gix i = pixt- 1 * 3 

|i z - p)P(zl| * - 1 ! | Ol k' l| d'iprts. ( j ) 

done Va. ||;fz -piP| ■-= - i-j — l| |£Kz , )| 

done ||(z -- p)P|| a i£V- 1)81 *■ *10 - ^ llfl. 

D'oli : 



1+ fl . ||(B-PJP|| 

— — ** m . nc 



13 it 



1 -H <3 
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HI Sujets d 



oraux 



(A) Determinants 



Bi fffl 


Soil (a. b, evdie K 4 ; calcuter le determinant : 




1 


1 1 


a 


a 1 


a*\ 


* i 


b 


b 2 


b 4 


A = 

1 


c 


c 2 


e* ■ 


|l 


d 


d 2 


i a, 

■i^ 



II y a ki plusienrs demarches possibles, 

< Par exempli:. hire intcrvcnir Le determinant dc Vj ndcrmfliide mttdljf mis qualre scalaires ti, 
b, r, d iif. Pr&tt ti'Algjhfe ft GiMj?ri f rrk, PSJ, Rreal, chiipitre J, rxertke 30),. 

■ On bicn b'ti wilisanl k* proptH'l* dti uipfraliu ns tLemcnlaircs juries determinants : e'est cetlc 
demarche tjui ei de'/doppee id. 



On ne modi tie pas. la vakut d'un dckfroiftaitt en ajoulant a une colonne une combinaison 
lincainc tics autres : 



¥(«] .« 2 


' i 


P 


k\ 


C 4 4- 


- Cl + + 




1 


(1 


a 2 


a r + cr- H (i -r +• nga + a j 


A 


1 


b 


b 2 


l) 1 + a al* 2 4 ai fef a] 


_a — 


1 


f 


r 2 


L -4 + c 2 + ajc 4 aj! 




1 


d 


(f 


d 4 ■+ J 2 4 agd + « j 




1 


a 


a 2 


Pi'aJ 






1 


b 


b 2 


Abi 




“ 


1 


€ 


c 2 


Pic) 






1 


d 


4J 2 


Ptd) 




oil Pest La fcmclinn piilynomc associcc 


.1 u polynbmc P : 



PiX\ = X A + <* 3 X a a-« 3 X + ttl , 

AinsL, pour tool polynnmu P uniiain: que degrr 4, dont k coefficient die A' 1 at mil, on oblietii 
le results t precedent. 

II s'apit a present de chnisir P. 

Pour Line recherche dc polynhmc ftimeressani* „ il pc ill etff true tutu a dVtudier Its relations 
simples entire cnetlfic kms. el :.ic:r, . d'un pfllyuoare. Eft ifiel, !e coeffieicrl du terme dc degre J 
esl nut si el seulement si La somme dcs raciftcs csl nulle. 



Le polynome plx + 

eSt nul done ; 

i a 

: 

1 d 



a + b + c:AX - a )\,X - fcnrx - elegy uniuint dc degir 4, le coefficient de X s 



n m 

b 2 

d £ 



0 

0 

0 

h tin 





1 


a 


a 2 


= Pin- 


1 


b 


tr 




1 


c 


c 2 



■ fu * b + c+di(d — tr'i(d — b)ld — c.K c — □ H h - a )„ 
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Ca loiter D n = 



fill +i>L 


U L 


“] 


ag 


CA>2 + bn 


tig 




* 


■ 


s 

s 

8 


4* 

4* 

4* 


H r 4 lij 


S 


4- 


Cjftl 


On 


On 

j* 

d 


«ri 

tolonne 


F K". [l] 


1 - l>g . • - ■ 


. 1*1 | 4 . 



a l 

iiji* 



Dr i f del ( V + b| £' | . V ■+■ b] t'J •■■»-. V 4 b^t r p * ■ ■ •* ► ^ 4 ) 

f a '\ 



V = 



V-2 

4 

o 



e( ( <>i , , - - - . ) ]j l>^st L CJrtt)uit| je du . Il IL 



Kn appliquant tei pjopri&fis de liJiearite du deltmi inane et d'alTernance, on oblitml : 

Dh = df.t ( V +■ (jj f- 1 ! . V + Pj ^.32 . ^ . V -*■ tyey . - ■ ■ . V ■+ h„(^, } 

= del |J>]r j ] . , . . • . . ■ ■ ■ . PjiiCii) 

n 

+ ^~~ dn C^l hL L ■ - ■ ■ - ■■ ,J - l 1 ’-. I . V, fe-j i 1 |j - fti<Fb) 

. 1=1 

n 

of V a ^ i.i, t r : : en ufdlisar t ii ji mi vea u les pm prietes d e I inea ril c ct d ’idle rna nee d u d clcnn i n,i nt , 
i - L 

on obi lent : 

ri 

dot [b] t*] . . - - ■ „ V brtt-n) = ^ dot ( f>] %_ l i , a\t.*i btijt'n} 



^ - J=1 $ , 

.i pUw ' j i4§« 



or det (*’| , Fy , • - - . 



= b, | ( notation tie Kroni/ckcr), done 



/ j*l i-c 



) j del (bit-j * i%% n ■ * . « bj_|^ 4 * Offii . * ■ * Jjnen) = ^ &[(%*■• %= l etfb^i ■ • - bn 



.M 



CL 



J-l 

n ri 

D« * Nj * ^ b - bj i(ijb^ L - ■ . b u . 
i«l ..'-1 
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